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Sommersemester 2024

Ubungen zur Vorlesung Lineare Algebra IT

Blatt 5

Abgabe: Dienstag, den 21. Mai 2024, um 10:00 Uhr in dem Briefkasten Ihres Tutors oder Ihrer Tutorin
auf F4. Achten Sie auf eine saubere und lesbare Darstellung, heften Sie Ihre einzelnen Blétter zusammen
und versehen Sie sie mit Threm Namen und dem Namen Thres Tutors / Threr Tutorin.

Aufgabe 5.1 (4 Punkte)

Sei K ein Korper. D : K[x] — K|[z] bezeichnet die formale Ableitung auf K[z]. Erinnerung: In der
Linearen Algebra I, Zusatzaufgabe zu Blatt 10 wurde gezeigt, dass D : K[z] — K[z] ein linearer Operator
ist. Berechnen Sie ker(D) und Rp fiir

(a) Char(K) =0,
(b) Char(K) = p fiir eine Primzahl p € N.

Aufgabe 5.2 (4 Punkte)
Sei K ein Korper mit Char(K) = 0.

(a) Berechnen Sie die Taylorentwicklung von #3 — 222 + 2z — 4 in 2.

(b) Seien fo,..., fn € K[z]<, mit deg(f) = i fiir alle i = 0,...,n. Zeigen Sie, dass {fo,..., fn} eine
Basis von K|[z]<,, ist.

(c) Sein € N und seien

B=1,z,2%...,2"), B =lz—1,(x—1)7>%... (z—1)").

Nach (b) sind B und B’ Basen von K[z]<,. Geben Sie die Basiswechselmatrix von B’ nach B an.
(d) Vervollstandigen Sie den Beweis zu Satz 9.5 (Taylorentwicklung): Mit der Notation aus dem Satz,
zeigen Sie, dass [;(p;) = §;; fir alle 4,5 =0, ...,n gilt.

Aufgabe 5.3 (4 Punkte)
Diese Aufgabe schliefit an Aufgabe 4.4 an: Sei K ein Korper, to,...,t, € K paarweise verschieden und

.y

P=[[—2 (i=0,...,n).
g#i b

Betrachten Sie die Basen B = (1,z,2%,...,2") und B' = (P, ..., P,) von K|[x]<,. Zeigen Sie, dass die

Basiswechselmatrix von B nach B’ gegeben ist durch

1 ty t3 - o
1t 2 -t
1 ty t3 ..o 2
1 ot, t2 - P

Diese Matrix wird als Vandermonde-Matrixz bezeichnet.

Aufgabe 5.4 (4 Punkte)

(a) Sei K ein Unterkdrper von C. Zeigen Sie, dass (222 + 42 — 10,2 + 2) = K|x] gilt.
(b) Berechnen Sie mit Hilfe von Satz 9.8 die Nullstellen mit entsprechenden Vielfachheiten des folgenden
Polynoms:

fx) =27+ 182z — 122 — 22% 4 2.

(c) Zeigen Sie, dass fiir jede Primzahl p € N und jedes a € F,, das Polynom zP — a € F,[z] eine Nullstelle
mit Vielfachheit > 2 besitzt.



Zusatzaufgabe fiir Interessierte. (4 Bonuspunkte)

(a) Beweisen oder widerlegen Sie fiir jede der folgenden Mengen, ob sie ein Ideal von Q[z] sind:
(i) {f € Q[z]: f(0) =0},
(ii) {f € Q[z]: f =0 oder deg(f) <4},
(i) {7 € Qla] : D(f)(2) = 0},
(b) Sei K ein Korper und [; ein Ideal von K'[x] fiir alle i € N. Zeigen Sie: [,y /; ist ein Ideal von Kx].
(¢) Sei K ein Korper und ay,as,...,a, € K[z]. Zeigen Sie: das von {a1,...,a,} erzeugte Ideal ist gleich
dem Durchschnitt aller Ideale, die {a1,...,a,} enthalten.



